Champs de vecteurs R*
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1.1. Exercices : champs de grad ou de rot

Soient les champs suivants. sont-ils des champs de gradient, ou des champs de rotationnel ?

3
2 yz
vz 2
. ) 1 o[ xz—x . 1 3 ~ 3x“+y
A=| 2EeD B:[ Y2 C=| ams 7 D= x+z
AR Z=X \/;_+y+3xyz2 Y

i - — e 4
1. Réponse : r?))tA =0 puis I'on trouve A=grad V avec V(x,y,z)=(x+1)y* /Z.

2. Réponse : divB=0 puis l'on trouve B=rotR av

—

3. Réponse : C

—

4. Réponse : 5:gradV avec V=(’+xy+y2).

—

ec R=

gradV avec V(x,y,2)=1/ 24y+xyzi.
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2 CHAMPS DE VECTEURS R?

Pour A et B, voir fichier champs_a_b sur:
http://lemathoscope.com/LWS_FTP/MathoscopePrepa/ dossier champs_vecteurs.

2. CIRCULATIONS & GREEN RIEMANN

2.1. Exercices

1. Dans R?, calculer de deux maniéres si possible :

2

L - _ 2
a. I= / E -dM avec C le cercle de centre A( f > de rayon 2, orienté positivement, et E= < o >
c y

Réponse : d,E, =0, E, donc E est conservatif.

* premiere méthode : /=0 puisque le circuit est fermé et le champ conservatif ;

* seconde méthode : en paramétrant le cercle, on retrouve I =0 par périodicité.
e détails (cliquer sur o)

C:M {1 = 3135 1[0, 2x] donc dﬁ:(-28infdf>.

y = 1+4+2sinz’ 2costdt

RN 2 5 2sintd 2
I:/E-dM:/ Y <_2 sinf t>:2 (—x%sint+y?cost)dt
c o \ Y costdr 0

21
I= 2/ (—=4(1 +2cost+cos?t) sint+ (1 +4sinz +4sin?t) cos t) d=0 par périodicité.
0

Figure 1.

b. Idem que le précédent mais sur le demi-cercle supérieur seulement (de U(4,1) vers V(0, 1)),
parcouru positivement, donc de U vers V.

Réponse :

* on résoud grad @ =E & [ 0 & d(x,y)= 2 + L
on résoud grad @ =E & ¢ =", & O(x,y)=T +5.

- =
Alors,I:/E-dM:CD(V)—CD(U):CD(O,1)—CD(4,1)=%— (5+5)=—%-
C

* par paramétrage du demi-cercle.
e détails du calcul (cliquer sur o)
on repart du calcul précédent :

1:2/ (—4(1 4 2cost+cos?t)sint+ (1 +4sint +4sin’ ) cos t) dt
0


http://lemathoscope.com/LWS_FTP/MathoscopePrepa/
http://lemathoscope.com/LWS_FTP/MathoscopePrepa/
http://lemathoscope.com/LWS_FTP/MathoscopePrepa/
http://lemathoscope.com/LWS_FTP/MathoscopePrepa/
http://lemathoscope.com/LWS_FTP/MathoscopePrepa/
http://lemathoscope.com/LWS_FTP/MathoscopePrepa/
http://lemathoscope.com/LWS_FTP/MathoscopePrepa/
http://lemathoscope.com/LWS_FTP/MathoscopePrepa/

_ 2 4 B Ao, 413 |"
1_2[4cost+4cg/s t+=cos t+sifit + 4sih l‘+§S}A t]o

[=2[4(-2)+3x(-2)|7=-%

Pour les deux précédents, voir fichier travaill.ggb sur:
http://lemathoscope.com/LWS_FTP/MathoscopePrepa/
(dossier champs_vecteurs).

w
L

Figure 2.

- =
C. I:/E-dMofJ:
c

e (C= { ;52>+1(y— ’=1 est le demi-cercle A — B parcouru de A vers B

o A(-L1)etB(1;1);

° etlechampE:< 2).
X

e — — .
Réponse : rot E#0 donc E n'est pas un champ de gradients.
Green Riemann ne s'applique pas puisque la courbe n'est pas fermée.

Méthode directe : il faut paramétrer le demi-cercle par C = {< o >,t de 0 a n}.
y=1+sint

On trouve I:%+ 4

e détail du calcul (cliquer sur o)
L - .
I:/E : dM:/(yi ) (Vi = [ (=y?sint+xcos )dr
C X
I= [(cos*tcost—(1+2sinz+sin*r)sinr)ds
I=[((1=sin*f)cost—(1+2sinz+ 1 —cos*t)sint)ds
I= [((cost—costsin®r)—(2sinz+2sin*7—sinzcos* 1) )ds

I= [(cost—costsin®s—2sins—2sin’z+sinscos? 7 )dt
0
51l . cos? .
I= [syﬁt—%—i—2cost—2(%—%s1n/2t)) - = tl car 2sin?x=1—cos(2x)

1=[2cost—1==1" = (2=3) - (-2-r - ) =2 -4 2 m 4

10
I:T'f'ﬂ' 8
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CHAMPS DE VECTEURS R?

Voir fichier travail2. ggb dans la dropbox
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Figure 3.

~ERTY IR . 4 . 2, ) g XY
d. I= [ E-dM ou C est I'ellipse d'équation (x —2) +r= 1 etle champ E = i)

c
Réponse : par Green-Riemann ou directement par paramétrage, on trouve I = —4r.

Détails (cliquer sur o)

e Directement : M{x 2*“’39 d'ou dM{"“s‘“Hde donc :

y=2si y=2cos6do
I = /E-dﬁ— - < Y > < ~sing >d9— - (—xysin 6+ 2cos 0)do
c o= \ 1 2cos 6 =0
21
= (—(2+cos0)2sin?O+ 2cos H)do
9=0
2
= (—4sin?0 —2cos @ sin? 0 +2cos 0)d6
0=0

27
0—5sif(20) \  <indo
= [_4< 27/ ) i/ +2 ;410 [-2615" =
e Par Green-Riemann :

I:/ E dM //’(()E} aEX)dxdy:_ﬂSdedy’
C=0S

or (x—2)2+7=1¢>y=12 1—(x—=2)*>dou:

3 2y 1-(x—2)
x=1 y==24/1—(x—2)2
= —4/ x4/1—(x—2)*dx posons x=2+sin6

= —4/ (2+s1n9)cos29d9=—4/ 2cos20do
x=1 x=1

= |—4r
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Figure 4.

L > 2 .
e. I= / E-dM ou C est l'ellipse d'équation (x —2)>+ yz =1 etle champ E= < )1) )
c

Réponse : Green-Riemann implique simplement de calculer l'aire d'une ellipse.

f. I= //f(x,y)dxdy avec D le triangle A(1;—-1), B(1;1), C(—1;0) et f(x,y) =x—y? de deux
D
facons.
Réponse : directement on trouve / = % et par Green-Riemann a l'envers, en identifiant
/3
x—y* et 0,E,— 0,E,, on trouve E( yzg ) puis =1y g+Ip.c+lcoa=1—- % —%:.
o x

Voir dossier le fichier 1d sur :
http://lemathoscope.com/LWS_FTP/MathoscopePrepa/

(dossier champs_vecteurs).

2. Résoudre V® = F dans les cas suivants, puis dans chque cas, calculer ygcﬁ dR le long du segment
Ci1=[0I1avec I=(1,1,1) puis le long de C, = (x,x%,x7) (qui va aussi de O a I).

ﬁ
a. Fi=Q2xyz?,—x*73=2y,3x*yz?)
b. Fa=Qxy,x*+2yz,y*+1)

Réponses :

- L , . 1 OFc , OFy - =2 =
a. F ne dérive pas d'un potentiel ( % #——donc rot F'; #0).
4

- — = g
On trouve y%Fl dR= —% et y% FidR=—.
1 = 2 -

- - -
b. F, dérive de ¢po=x>y+y*z+z+k et donc 555F2dR:§l§5dede)z(I)—CDz(O):B.
1 2

2.2. Lien circulation-travail

1. Trouver le travail de F= <7y+ Vad+4,9x+ 2ey2) le long de l'astroide A définie par :

3 2 2 2
A:{( aC9S3 f >,t€[0,2ﬂ]}:{x?+y§:a5}.
asin-t
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CHAMPS DE VECTEURS R?

Réponse : On remarque que FetG= (7y, 9x) ont le méme rotationnel (constant égal a 2) donc la
d ﬁ
méme circulation. On a alors W = 515 , G- dMm
Wz= a/:; (—=(7asin®t)x 3cos?tsint + (9acos’ t)(3sin’ tcos t))dt
Wz= azfz) (—21cos?tsin*t+27cos* tsin’t)dt ~ Gamma

Remarque : GREEN-RIEMANN ne marche pas.

. Trouver le travail de F(2e*cos(z y), -z e sin(z y)) :
a. de (0,0)a (1,1) lelong de C:x*(y—1)>=4x*(x—1)?;
b. autour de l'ellipse %2 + g =1.
Puis résoudre 1'équa dift F,dx+ F,dy=0.
Réponse : F= gﬁd@ avec ®(x,y)=e*cos(xy) donc :
a. W=®(,1)—®0,0)=—e>-1;
b. W=0.
Equa diff : F,dx+ F,dy=0& L dr+ T dy=0ed0=0s0=C"

. Travail de la force F = ‘(y, x, z) sur la courbe C = Afé, de A(—1,2,5) vers B(1,0, 1), intersection du
plan x+y=1 avec le paraboloide z=x*+y?.

Réponse : énoncé redondant car F dérive de ®=x y +Z‘—2 ;
donc Wz=®(B)—P(A)=0,5-10,5=~10.

. Travail de la force F = ’(—% sinx, Cozsx, —Zy—z cos x) de A(O, 2, %) vers B(2,0,2x).

Réponse : F dérive de @ =2 cosx donc Wy=®(B) - D(A)= —%.

. Une particule est déplacée de O a A(a, b, c) dans un champ de force F= (x+y,x—2z,z—y), calculer
le travail de F.

= 2 2

Réponse : F' dérive du potentiel ® == +xy—yz+= donc le travail est W = ®(A) — ®(0)

On peut vérifier que si I'on prend le chemin C,ci-dessus alors W > 0, cohérent avec le fait que F
contribue au mouvement.
. Une particule est déplacée par une force F de O 2 A(a, b, ¢), montrer que le travail de F est indépen-
dant du chemin C, et ce, que F soit conservative ou non.

Réponse : vu que c'est F' qui donne le mouvement, on a md=F donc :

A 17}
jl{FdRzmjl{c_idRzm/ E(th)zmllvzl :
C C to 2 to

. Montrer que F = (4xy — 3x2z2,2x% —2x3 7) est conservative et trouver le potentiel dont elle dérive.
En déduire son travail entre (1,1,0) et (2,—1,1).

Ensuite, résoudre I'équa diff Fdx+F,dy+F,dz=0(E).



Réponse : rot F =0 et I'on trouve ®=2x2y—x*z2 d'ott W =—18,
— dx
Ensuite, E< F - [ dy ] 0e grad D- [dy ] < d® =0 cela signifie que ® est constante le long du
dz

dz N
chemin, de la surface ou (E) est vérifiée. SilI'on avait grad ® = Cste indépendemment d'un chemin,

on aurait alors ® = C** dans tout 1'espace, donc a fortiori (E) serait vérifiée aussi.

. Une particule va dans le plan de (0,0) a (1,0) le long de la courbe C: y=ax (1 —x).
Calculer la valeur de a pour que le travail de F (v*+ 1,x+y) soit minimal.

Réponse : on vérifie que F ne dérive pas d'un potentiel.

Ensuite :

W = %ﬁdﬁ
C
y+1) 1
[0< x+y > <a(1—2x)>dx
2(1=x)2+1 |
x=0< xt+ax(1—x) >'<a(1—2x)>dx

1
=/ (@ x*(1=x)2+ 1+ (x+ax(1—x))a(l —2x))dx

=0

1
= / @@ =2+xH+1+a(x+ax—ax?>—2x>—=2ax*+2ax?))dx

1
=/ (14 (a4 ad)x+ (—2a—2a>) x>+ a*x*) dx
x=0

1 1
_ N S 21
= l+(a+a )2+( 20 —2a )3+a 5
_ a2
N 6 30’

. b 1/6 _5 19 . = .
minimal pour a =——=+7=7 et alors W =5;. Dans tous les cas, le travail de F' sera donc positif.

. Une particule est attirée vers O par une force centripéte en r>. Quel est votre travail si vous déplacez
cette particule de O & A(2,3) le long de du chemin C:y=x? possédant un coefficient de friction y ?

Réponse : on pose :

e a=7(3)=r 1(2)=3(})

o T={v=1()avecv=1/(d0’+(dyy =/1+4x dx:

H
e Force centripete : Fp = —k r* il = —k r? <;‘> = —k (‘(“ + )> cette force dérive de ® =

y (2 +y?)

k(45432397 done Wz =®(4) - ©(0) = ~100k.
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i d -2 S5 -

e Force de friction : Fry=—pu (Fo/N)T. Or:
- S X 1 Ay 1
Fo/Nz—kr2<y>-7< d‘i>>=—kr2;(—xdy+ydx)
ﬁ d
FO/N:—krzlv(—2x2+x2)dx=krzlvx2dx

ﬁ
d'ot Ffr:—ykr2%x2&<gj>:—ﬂkr2

d'ou enfin :

|
( +4x2)x2<2lx >

- ? 1 1 dx
_ 2 2 )
W/iFi = /x:(),ukr (1+4x2)x <2x> <dy>
2
1 1 1
_ 2. - 2 .
Mk/xzor (1+4x2)x <2x> <2x>dx

2
—yk/ r?x?dx
x=0

2
—uk / (x*+x%) dx.
x=0

864 uk
35

donc le travail du déplaceur est positif.

10. Soit C le chemin C;U C, allant de (1,0,0) a (0,2, 0) ci-dessous.
a) On veut la circulation (le travail) de F= (2xz,x%,—2) le long de C.

- -
e On trouve finalement | W =100k + , les deux forces F et Iy sont en travail résistant,

L >
b) On ferme la boucle par le pointillé bleu, calculer 950 A F-dR.

Figure 5.

Réponse :
a) le champ n'est pas du tout conservatif donc il faut faire :
Ci={(x,0,z=1-x),x€[1,0]} et C={(0,y,z=1-%),y€[0,2]} puis :

N 0 X 2 0
/F-dR=/ F-dl 0 +/ F-df ¥
C x=1 1—x y=0 1=2

2
) 0

0 dx _
=/ Fl o +/ F-| d
x=1 —dx y=0 _d
2

0 2 /3 Z
= 2 dx =)d
AZI(xz+z) +/y=0< +2) y



0 2 1
=/ (2x+1)(1—x)dx+/ <§—Z>d

2
= ( —2x +x+1)dx+1—l/ ydy

4
)c3 1y22
e
201 5.1 [ 1
= 3= l+l-g=—3+3= 3

b) méthode 1 : on nomme C;= {(x,2 —2x,z=0),x€ [0, 1]} le pointillé€ bleu et on rajoute :
L - LI X
/F-dR: / F-d| 2—2x
C3 x=0 0
o dx
= / F-| —2dx
x=0 0

1
= / (2xz—-2x%)dx

Jo
. . - = 11 5
Donc la circulation totale est 55 A F-dR= —3—3=—%}

méthode 2 : on applique Green Riemann

N _ 0 u v=0
On parametre par (x,y, Z) = 2 2V u+v<l

1—u—v

La normale est dS= d, M M/\a M=(2,1,2)etr F’(x y,2)=(0,2x,3x%)/

- = - - -
}1{ F-dR = //rotF(x,y,z)-deudv
oA A
= // (2x +6x)dudy
u,v=0

u+v<l1

= 2// (u+3u?)dudy
u,v=0

u+v<l

= 2/1 (llu2+u3l]_v>dv
v=0 2 0
e

= 2/ <§(1—v)2+(1—v)3>dv
v=0

5

ol
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3. FLUX & OSTROGRADSKY

3.1. Exercices

3.1.1. Petits exercices pédagogiques

Xy

1. Calculer le flux «montant» de E| y+1 | a travers le disque z=1 et x2+y?>< 1 de deux maniéres :

y2

e avec un vecteur N intuitif et en pensant au jacobien;
e avec le vecteur N donné par le cours.

Réponse :

5 L - 1 2 oL
e Avec N(0,0,1) évident, onasz//E-dSz/ / E-Nrdrdf
S 0=0

1 27 1
puis ®= / / y? rdrd0=/ / sm29d9—
r=0 J0=0 r=0 6=

cos —rsin 0 0
o Avec M(rcosé@,rsiné,1), onaN—aM a—M: sing A rcosg = 0 =r|o]:
or = 00 29 1

rcos20 +rsinZ0=
on retrouve donc le méme calcul.

2. Calculer N pour M(x,y, z) parcourant une sphere.
Réponse :

S={M=(xy,2)/xy,2€[0, 1]/x2+y2+z2=1}:{M=<x,y,i\/1 —x2—y2>,(x,y)e[—l, 1]2},

X

+
0 1-x2-y2
1 :
-y =+ + Yy .

1

donc: N=4—A—=—=+ ,

- > 1
LOM oM [ :

= . g . = X
Pour comprendre ce N trouvé, multiplions-le par Izl=4/1—x%—y? on obtient N [ +y ],
Izl
— X - "~ . N
soit N = [ y ] =e¢, sur I'hnémisphere nord.
Z

3.1.2. Liens a explorer

un post sur les-mathématiques.net.

3.1.3. Calculs de flux

2, 2
1. Flux de F= (=x,—y,7°) a travers le cone tronqué S: ZEVXHYT orienté vers le bas.
<z<K3
. L, x=rcosf
Réponse : S paramétré par [ y:rsiné‘] 0€[0,27],1<r<3,

z=r
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b cosf —rsiné —rcosf cos 6
vecteur normal dS==+| sing |A| rcos¢ |==| —rsino |==r| sing | on prend — :
1 0 r -1

o = N
# ds = ﬂF-derdO
= —#(xcos@+ysin0+z3)rdrd9

3
= -2rx (r’4r%dr
r=1

_ o (=1 243-1)_ 1712
"\ T3 5 )T 715 *

2. Fun champ de force cengrifuge ou centripéte en % (ex : champ de gravité)
Montrer que le flux a travers une sphere de centre O est indépendant du rayon.

Réponse : ﬁzc%e,, puis ffsﬁ-d_.)S'sz/(p%pzcosgodgodﬁche/(pcosgod(pd9=4zrc

x4 y*+z2=52
y=0
x=5cos@cosf

Réponse : S paramétré par [ y=5sing ],96 [0,27],p € [0, %],

z=5cos @sinf

3. Flux de F = (xz,x,y) a travers I'hnémisphere H: { orienté vers les y> 0.

- —singcosf —cos @ sinf cos @ cosf
vecteur normal dS=+25| cose A 0 =+25cos@| sing :

—singsiné cos @ sinf

Y Xz cosgpcosf
ﬂF ds ﬁ x | x sing r?cos @ dg do
y cos@sinf

# (25 cos? @ cos?0 sin @ + 5cos @ sin @ cos 8 + Ssin @ cos @ sin §)r’cos ¢ dp df

//540054(p005205in0d(pd0+//53cosz(psin(p0050d(pd0
@ Jo @ Jo

+//53sin(pcos2(psin0d(pd0
@ JO

54/cos4(pd(p/cos2 sin0d0+53/cosz(psin(pd(p/c 0de
@ 0 @ 0
+53/sin(pcosz(pd(p/s}|{0d0
@ %

4. L'eau de mer a pour densité p=1025kg/m? et subit un flot vV=(y,x,0) (I'unité est le m/s).

cos@cos @

= 0.

N 2 . N 2 2 2_12
Calculer le flux sortant de I'eau a travers 'hémisphére { ¥ Y +2"=3"
>0

=
x=rcosfcosp

Réponse : S: [ y=rsinfcos g ] avec r=3 donc

z=rsin@

4] ( —rsinfcosg —rcosfsing +1 r2cos? g cos 6 41 cos2 @ cosé cos @ cos 0
I’l:—”ﬁ,” rcosfcosgp | A| —rsinfsing =T r2cos2@sin6 =T cos2gsing | = | cosgsing
0 reose r2singcos @ sing cos @ sin @
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cos@cosf

ffv dS / ”/2[ ] [cosgosmG ]I” COS(pd(de
0

sin @

Jv .dS= r2 ”z(ycost9+xsm0)cos @depds

Jv ds=r3 /7 o ”/20 cos? ¢ (sin@ cos O cos @ +cos @ sinf cos p)dp db

ffS\7-dS:r3fezo51n/0050d9><f£2020053(pd(p:O.

ﬁ
Ensuite on applique Euler : ‘;—A;I =pv-dS=0 donc ici 'eau sort autant qu'elle rentre.

3.1.4. Utilisation de Stockes

2
e —yz
1. Circulation du champ v'=| .~2_,.,, | autour de la courbe fermée 9S constituée par 1'intersection :

e‘zz

e delasphere x>+y?+z°=2;
e et du paraboloide z=x%+y?.

On peut résoudre cet exercice de 6 méthodes différentes.

Réponse : .

o Calcul détaillé (cliquer sur o)

2. Calculer le flux «descendant» de E| z | a travers le paraboloide {x +y? <Z par plusieurs méthodes.

.X2

On trouve | 7| .
Méthode 1 : div E =0 donc le flux sortant a travers le paraboloide fermé par le plan z=2 est nul.

Alors q)lparabo__q)Twuvercle et cI)Twuvercle /r -0 / (E k)rdrd@ fr 0 /;9 ()r Cos 9dl"d0 .

Ry=52"
, - ) -, - —yx
Méthode 2 avec Stockes : on trouve Ry = g == et Ro=| 5z [.
’ —Xz
R.=3y’

Paramétrons le cercle par M (y/2cos6,4/2sin6,2) et alors :

- . 3
(I)Twuvercle / Rl dM \/_/9 0< ésin0+§cos 9>d0= \/5/9210<—25i;{9+¥cos49>d9=
car cos*x= §(3 +cos(4x) +4 cos(2x)).

2w P 2 . .
D couvercle = /9;[0 R,-dM = \/_ /0 EO (yx*sinf —yzcos §)dd = 4/92:0 (cos?0sin>6 —sin O cos 9)d9=.

x= N
Méthode 3 calcul bourrin : M[ - ?Ei’ne ] 2€[0.2].0€[0,27].

[]

— JzZcos
on prend N =—| szsine | donc :
~172

N=x3g A g7 =%| et Al Lng

2Vz

()M ()M [_‘/Zsmel 7c059
+ A

i
b= / / E-Ndzdo=— /9 0/ (VZycos @+ JZzsinf —x%/2)dzdo

O=— / f (zsm@cos@+ﬁzsm9—“°°;‘9>dzdezﬂ,

3.1.5. Utilisation d'Odstrogradsky

1. Charge contenue par un cube de sommets (+1,+1,+1) dans un champ E= (x,2y,32).
Rappel : la charge est € fois le flux sortant de E.
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Réponse :

charge = //E -dS 0
) et (8 (3o

|)|<1
12 12

g (el [ 3

1zI<1 I<l
y=1 y=-1

“ Ly, [?] [ ]d"dy+//m<. [Zy] [ 0 ]dxdy=8

IzI<1
x=1 x=-1

4 g

donc la charge est .
Ou bien charge=¢,/, /, [divEdxdydz=¢o/, [, [ 6dxdydz=6x2%,=[48,]

2. Vérifier le théoreme de la divergence (=Ostrogradsky) pour F= (x%,y,z+2) et larégion {

Réponse :

o flux cylindre :
x2 x
cylindre = ff&E[OZﬂ] F € 2, rdfdz= /9/ [ +2] [g]dedZ:/G/lz(-XB'l‘yz)deZ

0<z<4

ol

—

Peytingre =/, [, (8cosO+4sin?0)d0dz =4/, (8 cof’ 0 +4sin>0)d0
(_ﬁcy]indre: 16 7.

° ﬂux§ol : B
Dylindre = _ffee[o o] F-e.rdodr= —2/9 /rrdedr: —87.

0<r<2
e flux paraboloide

r’=z qu'on paramétre par M(rcos@,rsiné,r>).

- aM aM [cosa]/\[-rsine] [—zr2coso

Donc N =+——A——=++] sino rcosf _2r26ine | vers le haut.
or 00 2r 0 r

) 2
() paraboloide = ffae[oz ] F Ndrd9 /9/ [ +2]'

0<r<2
@ puravotoiae = /[, [ (=2r* cof* 0= 217 sin? 0+ r* +2r) d6 dr
(_ﬁparabolo'l'de = / (—27‘3 T4 2nri+4n rydr

r

—2r2cos@
—2r2ing (dOdr

(_ﬁpdrdbol()lde k¥
e flux total ®=|167|
e Ostro
div F=2x+2 donc I = [[] (2x+2) rdrdédz pour {x2+y2<4 d'ou :

0<z<a?+y?

1=/ (2rcos9+2)r</ )d2)dodr= [, /7 (2rgbs6+2) r*dodr

I=47r/r=0r dr=

x2+y2<4
0<z<at+y?’
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3. Appliquer Ostrogradsky au flux sortant de E (xy,y+1,?),
X’ +y’<1

a travers toutes les parois du cylindre
P Y { 0<z<1.

Réponse : on trouve .
e Calculs détaillés (cliquer sur o)

@z//E-dS avec dS=Ndudv
S

paroi du haut. @, = f

e Avec N(O 0,1) évident, on a ®= //E dS= / / E-Nrdrdf
0
puis (D=/ / y rdrd@—/ / sin 9d9——
r=0J6 0

. — ()M ()M cos @ —rsind
e Avec M(rcosd,rsinf,1),ona N=——A——=] sin6 |A ricose ,
0 or 00 0 0
N= 0 =r [ 0 ] : on retrouve donc le méme calcul.
rcos20+rsin0=r 1

paroi du bas. E-N ne dépend pas de z, donc seul le sens de N change d'ou ®p,s=—7.

manteau du cylindre. Manteau du cylmdre M [ sin6 ] 0€[0,2n],z€[0,1].

Z
- —siné 0 cos 6
dS NdudvetN—a—M/\aMz cosd |A|o|=] sino
200 " 0z 0 1 0

@z/fSE-Ndﬁdz—fefz(xycosﬁ+ysin0+sin0)d9dz
®= [ dzx f,(cos>fsin+sin’ 0 +sin 6) do

®= [ dzx[,sin’0d0=[z]

FlllX tOtal. ®[0ta] = @ + @haut + ¢bas =T.

— = — —
Ostrogradsky. // E-dS= /// divEdV avec divE=y+1,
S \%4

donc ®a=/_, [, [, G+ Drdrdodz=[_ (f," (*sin6+7r)dg) dr
(Dtotalz_/;.lzo (/ezjol"de) dl":.
o[ Y 0<x<4
4. Idem avec E( yxz ] avec le cone { V<@

Réponse : ©=0.
o Détail (cliquer sur o)

4. CHANGEMENTS DE VARIABLE ATYPIQUES

4.0.1. Coordonnées paraboloidales

On pose :
X=UVCOS P
y=pvsing
z=5(1 =2
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Exprimer u, v, @ en fonction de x,y, z, puis donner les vecteurs tangeants élémentaires et les formules pour
longueur d'arc, unité de surface, de volume, et gradient, divergence, laplacien, rotationnel.

Réponse : posons p=1/x>+y?+z? et r=1/x>+y? pour alléger. Alors :

u=+/p+z
o J._ sz etlonaaussi y>’+v>=2petuv=r.
(p=arctan%
o Détail (cliquer sur o)
e Vecteurs tangeants élémentaires :
o x vV Cos @ - ofx HCos @ R o (x —pvsing -
W y|=| vsinp | =€, Y =| using |=¢€, % Yy |=| nvcosp | =€y
z H Zz -V z
>_ - -
IIs forment une base orthogonale car e, X e, =¢,,.
e Longueur d'arc : ds= /x> +y2+z*dro|ds= \/(,u2+ VAUV D+ utvie? dr
o détail (cliquer sur o)
ox dy o0z
On o o .
. i vcos@ vsing u 3 5
e Unité de volume : J=det| & 2 = :det[ pcose  using —v]©|J:/4v(,u +v )|
oy o —pvsing uvcosep 0
9% 9o g
o détail (cliquer sur o)
e Unité de surface

dx=duvcosp+udvcosp—deuvsing
dy=duvsingp+udvsing+de uvcosg donc :
dz=pudu—vdv

{
{

{

dxAdy=(duvcosp+pudvcosp—deuvsing)A(duvsing+ pudvsing+de pvcos @)
dyAdz=(duvsing+udvsing+dpuvcos@)A(udu—vdv)
dzAdx=(udu—vdv)A(duvcose+ udvcosp—de uvsing)
dxAdy=puv?(durde)+ pu?v(dv Adep)

dy Adz=—sin(u?+vA)(duAdv)— u?vcos @ (du Adg) + u v cos p(dv Adg)
dzAdx=cos @(u?+v3)(duAdv) — p? vsing (du Ade) + uvZsinp(dv Adg)
dxAdy=rv(duAde)+ru(dvAde)
dyAdz=—-2psinp(duAdv)—rucos@(duAdep)+rvcosp(dvAde)

dzAdx=2pcos @ (duAdv)—r using (du Ade)+rvsinp(dv Ade)

v

e Gradient : posons m= # etn=—5o0na alors :
cos @ (nd,+md,) — =29,
V=(0,,0,,0)=| sing(nd,+ma,)+=LJ,

o

Détail (cliquer sur o)
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